Anédlisis del Transitorio con la Transformada de Laplace

Teoria de Circuitos III

Oscar Perpifidn Lamigueiro

1/29



® Introduccién



Motivacion

\4

La resolucién directa de las ecuaciones diferenciales (andlisis cldsico) exige esfuerzo y
no se puede sistematizar facilmente.

La transformada de Laplace convierte las ecuaciones integrodiferenciales en
ecuaciones algebraicas basadas en una variable compleja:

s =0+ jw

Todos los métodos de analisis de circuitos son aplicables de forma directa.

Las condiciones iniciales del circuito quedan incorporadas autométicamente en las
ecuaciones.
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® Transformada de Laplace



Definicion
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Motivacion: transformada de derivadas e integrales

(T — oks) - (07)

(0~ ere) - gr(0) - Ly

L{/f x)dt} = +/f
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Ejemplo: ecuacién de un RLC serie

Ecuacién diferencial
d?i  Rdi 1.

IR TR Todat

Transformada de Laplace (sin condiciones iniciales)

s°I(s) + %sl(s) + %I(s) =0

Ecuacién caracteristica

R 1
2 — _— =
s +LS+LC 0
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Propiedades basicas

Linealidad
L{fi(t) +f2(t)} = Fi(s) + Fa(s)

L{k-f(t)} =k-F(s)

Desplazamiento temporal

L{f(t—a)} =e *F(s)

Desplazamiento en frecuencia

L{e™"f(t)} =F(s +a)
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Teoremas de valor inicial y final

» Utiles para comprobar una transformada o una transformada inversa.

Valor inicial

£(0") = lim sF(s)

Valor final

lim f(t) = lim sF(s)

t—o0 s—0
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Transformadas importantes

L) =

C{ty = slz

w

L{sin(wt)} = I a2

—ut
L) = s+
‘C{tn} = Sn+1
L{cos(wt)} = 5
cos(w PR
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Transformada Inversa

Expresamos la transformada como una fraccién de polinomios:

_N() _ pls=m)(s—2)... (s —z)
F(s) = IO —K(s_pl)(s_pz),..(s—Pn)

» Las raices de N(s) son los ceros de la transformada, z;.

» Las raices de D(s) son los polos de la transformada, p;.

Para obtener la transformada inversa diferenciamos tres casos (0 una combinacion):

» Polos reales tinicos
» Polos reales repetidos

» Polos conjugados.
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Transformada Inversa
Polos reales tinicos

Reescribimos la transformada como suma de fracciones (descomposicién en fracciones
parciales):

_ K K Ky
F(s)—D(s) _S—p1+s—pz+“'+s—pn

K; = [(S - pi)F(s)]s=pi

f(t) = Ky + KpeP?' + ... + KyePn!

Ejemplo 15.9 AS

s +12
F(s) = s(s+2)(s+3)
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Transformada Inversa

Polos reales repetidos

Nuevamente descomposicién de fracciones parciales, y calculamos coeficientes K; con el
método algebraico (véase ejemplo 15.9 de AS)

K K K K
F(S) — 1 + 2 3 n

+ b —
s—p1 (s—p1)? (s—p)? (s —p1)"

f(t) = Kae"' + Kot + Kat?eP! + ..+ Kyt" 1!

Ejemplo 15.10 AS
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Transformada Inversa

Polos complejos conjugados

Nuevamente calculamos con el método algebraico, y terminamos «completando
cuadrados».

F(s) = N(s) = A(s+a)+Bw
s2+as+b  (s2+2as+a?)+ w?

 A(s+ua) Bw
F(s) = (s+a)2 + w? * (s 4 a)2 + w?

f(t) = Ae ™ cos(wt) + Be ™ sin(wt)

Ejemplo 15.11 AS

B 20
(8) = GFa) 851 25)
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® Aplicacién a Circuitos Eléctricos



Resistencia

ll(s‘)'

V(s) Z.(s)=R
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Bobina

1(5) = Lus) + i(g)
Z;(s) =sL
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Condensador

Y(s) =sC = Cv(07)

V(s)
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Procedimiento

@ Determinar las condiciones iniciales en los elementos que almacenan energia:
ir(07), uc(07).
® Transformar el circuito al dominio de Laplace:
> Resistencia por Zg(s) = R.
» Bobina por Z; (s) = sL en serie con fuente de tensién de polaridad negativa.

» Condensador por Z¢(s) = % en serie con fuente de tensién.

> Generadores por su transformada de Laplace.

® Resolver el circuito con el método que corresponda (mallas, nudos, transformacién
de fuentes, etc.).

O Determinar transformada inversa de la respuesta (conviene comprobar resultado
con teoremas valor inicial y final).
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Ejemplo (examen 2018-19)

L »—>§
Ry L
L p(t
E, =500V + nlt)
R, =100
L = 200mH 1
C = 100 mF Eo @) uolt) —— ¢ i

R=10
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@ Diagramas Polos y Ceros



Funciéon de Transferencia
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Polos y Ceros

Ceros

» zi...zy son los ceros de H(s)
5113211 H(s) =0

» Salida Y(s) nula

Y(z;) = H(z) - X(z;) = 0
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Polos y Ceros

Polos
» pi...pnsonlos polos de H(s)

lim H(s) = o

=%

» Salida Y(s) no nula para entrada X(s) nula
Y(pi) = H(pi) - X(pi) # 0

» Raices de la ecuacién caracteristica: exponentes de la respuesta natural

ya(t) =) Aseht
|
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Ejemplo Diagrama Polos y Ceros

P1

Jw

D2
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Significado Diagrama Polos y Ceros

A 3(s)

b= | T

A -l

<—— stable region unstable region —>

Y
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Ejemplo Polos y Respuesta Natural

Ya(t) = Are™3 4 Ape %1+ Aze ' sin(2t + 6)

A 3(s)
P — Lj2
s-plane
XK X > (s
30 1.0 010 > (s)
Ko 52
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@ Ejercicios Recomendados



Ejercicios

> AS: ejemplos 16.1,16.3,16.4, 16.6
» FM: ejemplos de aplicacion 4.12, 4.13, 4.14 y 4.15
» HKD: ejemplo 15.4
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